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ABSTRAK. Gelanggang polinom miring atas gelanggang   dengan variabel   adalah gelanggang: 
                  
             dengan              , untuk setiap    , 
dengan   dan   berturut-turut adalah suatu endomorfisma dan suatu  -derivatif. Operasi perkalian 
dalam gelanggang polinom miring yang melibatkan   dan   telah mempengaruhi bentuk ideal, 
khusunya ideal prim, dari gelanggang tersebut. Peran    dan   juga mempengaruhi bentuk 
keterkaitan antara ideal gelanggang tumpuan R dengan ideal gelanggang polinom miring  
           Dalam paper ini, akan dicari bentuk ideal gelanggang tumpuan R yang dapat 
dikembangkan menjadi ideal maksimal gelanggang polinom miring            
 




I. PENDAHULUAN  
I.1. Latar  Belakang    
 Gelanggang polinom miring adalah gelanggang yang terdiri dari polinom-
polinom dengan koefisien dalam gelanggang   dengan peubah   dan perkalian 
antara polinom-polinom tidak komutatif. Gelanggang   yang digunakan ini 
biasanya disebut gelanggang tumpuan dari gelanggang polinom miring. Penelitian 
ini menggunakan daerah Dedekind sebagai gelanggang tumpuan. 
Pemilihan daerah Dedekind sebagai gelanggang tumpuan, menjadikan 
penelitian ini salah satu kontributor dalam teori gelanggang polinom miring, 
mengingat daerah Dedekind sudah mencakup beberapa jenis gelanggang tumpuan 
yang telah digunakan oleh sejumlah peneliti sebelumnya. Sebut saja misalnya 
Irving (1979) dan Goodearl (1992) menggunakan gelanggang Noether sebagai 
gelanggang tumpuan. McConnel dan Robson (1987) menuliskan beberapa hasil 
penelitian tentang gelanggang polinom miring menggunakan gelanggang prima, 
gelanggang Noether, dan daerah integral (domain) sebagai gelanggang tumpuan. 
Pada kesempatan lain, Cortes dan Ferrero (2004) juga menggunakan gelanggang 
prima sebagai gelanggang tumpuan. 
 Pada sisi lain, ideal dari gelanggang memegang peranan penting dalam 
pengkajian struktur dari gelanggang tersebut. Untuk gelanggang polinom miring, 
beberapa peneliti meneliti struktur gelanggang memalui ideal primanya. Misalnya, 
Wang, Amir, dan Marubayashi [12] dan Amir, Marubayashi, Astuti, dan 
Muchtadi-Alamsyah [1]. 
Pada paper ini akan dibentuk ideal maksimal dari gelanggang polinom 
miring dengan gelanggang tumpuan daerah Dedekind. Proses ini dimulai dengan 
mencari ideal prim gelanggang tumpuan yang dapat dikembangkan menjadi dieal 
maksimal. 
 
II. HASIL DAN PEMBAHASAN 
II.1. Beberapa Pengertian dan Notasi 
II.1.1  Daerah Dedekind 
Pembahasan daerah Dedekind membutuhkan pengertian tentang unsur 
integral dan integral atas. Oleh karena itu, sebelum pembahasan mengenai daerah 
Dedekind terlebih dahulu disajikan pengertian-pengertian tersebut. 
Misalkan   dan   gelanggang dengan   subgelanggang dari    Unsur   di 
  dikatakan integral atas   jika terdapat polinom monik      di      sehingga 
        Pengertian integral tersebut diperluas untuk setiap unsur   di    
Gelanggang   dikatakan tertutup secara integral di   jika untuk setiap unsur   
di   yang integral atas   berlaku   di    Sebagai contoh, gelanggang bilangan 
bulat   tertutup secara integral pada gelanggang bilangan rasional  . 
 Menggunakan pengertian tertutup secara integral, daerah Dedekind 
didefinisikan sebagai berikut. 
 
Definition 1 [Passman, 1991]  Daerah integral   dengan gelanggang hasil bagi 
  dikatakan suatu daerah Dedekind jika memenuhi:   
    1.     merupakan gelanggang Noether.  
    2.     tertutup secara integral di     
    3.  Setiap ideal prima tak nol dari   adalah ideal maksimal.   
 
Daerah integral   dengan lapangan hasil bagi   adalah daerah Dedekind. 
Contoh lain daerah Dedekind adalah daerah ideal utama. 
 Beberapa karakteristik dari daerah Dedekind yang terkait dengan ideal-
idealnya disajikan pada teorema berikut. 
 
Theorem 1 [Hungerford, 1974]  Kondisi berikut ini dalam daerah integral   
saling ekuivalen.   
1.   daerah Dedekind  
2. Setiap ideal sejati di   merupakan perkalian tunggal dari terhingga 
banyak ideal-idel prima.  
3. Setiap ideal taknol di   terbalikan.  
4. Setiap ideal fraksional dari   terbalikan.  
5. Himpunan ideal fraksional dari   membentuk grup terhadap 
perkalian.  
6. Setiap ideal di   merupakan ideal projektif  
 
Menurut Teorema 1, setiap ideal sejati di   merupakan perkalian tunggal 
dari terhingga banyak ideal-ideal prima. Berdasarkan pernyataan ini, diperoleh 
jenis keterkaitan antara satu ideal prima dengan ideal prima yang lain, seperti 
yang dinyatakan dalam lema berikut. 
 
Theorem 2  [Osserman, 2008]  Misalkan              adalah ideal-ideal prima 
dalam suatu daerah Dedekind. Jika            maka      untuk suatu  .  
 
II.1.2. Gelanggang Polinom Miring 
Gelanggang polinom miring adalah gelanggang yang terdiri dari polinom-
polinom atas suatu gelanggang   dalam peubah    Setiap polinom dalam 
gelanggang polinom miring dapat diekspresikan dalam bentuk tunggal sebagai 
        
  dengan     .  Proses perkalian antar polinom  melibatkan satu 
endomorfisma, disimbol  , gelanggang dan satu  -derivatif, disimbol  , 
gelanggang.  
 Gelanggang   yang digunakan ini biasanya disebut gelanggang tumpuan 
dari gelanggang polinom miring. Gelanggang tumpuan yang digunakan dalam 
penelitian ini adalah daerah Dedekind yang dilambangkan dengan  . Oleh karena 
itu, dalam pembahasan gelanggang polinom miring selanjutnya digunakan simbol 
  untuk gelanggang tumpuan. 
 
Definition 2.1 [McConnel dan Robson, 1987] Misalkan         adalah suatu 
gelanggang dan   adalah suatu endomorfisma gelanggang dari gelanggang 
       . Suatu pemetaan   dari gelanggang         ke         adalah suatu 
 -derivatif jika: 
     (i).   adalah suatu endomorfisma grup pada grup penjumlahan      . 
     (ii).                           untuk setiap           
Lebih lanjut,   disebut inner  -derivatif, jika terdapat     sehingga 
     dengan    adalah  -derivatif yang memenuhi                untuk 
semua    .  
 
Pengertian   dan   yang digunakan pada definisi berikut adalah    dan    
yang diberikan pada definisi 2.1.  
 
Definition 2.2 [McConnel dan Robson, 1987] Misalkan   adalah suatu 
gelanggang dengan identitas  ,   adalah suatu endomorfisma dari  , dan   
adalah suatu  -derivatif. 
 Gelanggang polinom miring atas   dengan variabel   adalah 
gelanggang:  
                          
                          
dengan                         .  
 
Untuk     gelanggang polinom miring          cukup ditulis       . Jika   
merupakan suatu automorfisma dan    , gelanggang seperti ini disebut 
gelanggang polinom miring tipe automorfisma. Sedangkan untuk     (  adalah 
pemetaan identitas) gelanggang polinom miring cukup ditulis        dan biasa 
disebut gelanggang polinom miring tipe derivatif. Untuk,     dan    , 
gelanggang ini merupakan gelanggang polinom biasa. 
 Untuk mempermudah memahami pengertian gelanggang polinom yang 
diberikan pada definisi di atas, berikut disajikan contoh. 
 
Contoh 2.1 Misalkan         . Automorfisma   pada R didefinisikan 
sebagai                   untuk setiap           Pemetaan   
didefinisikan sebagai              untuk setiap           Pemetaan 
  yang didefinisikan seperti ini memenuhi syarat  -derivatif. Dengan demikian, 
         merupakan suatu gelanggang polinom miring. Selanjutnya, dapat 
diperiksa bahwa gelanggang polinom ini tidak bersifat komutatif. 
 
Selanjutnya diperkenalkan konsep-konsep  -ideal,  -ideal,      -ideal,  -
ideal prima,  -ideal prima, dan      -ideal prima di  . Konsep-konsep ini 
dipakai untuk menjelaskan hubungan antara ideal-ideal di   dan ideal-ideal prima 
di gelanggang polinom miring           . 
 
Definition 2.3 [Goodearl, 1992] Misalkan   adalah suatu himpunan pemetaan-
pemetaan dari gelanggang   ke dirinya sendiri. Suatu ideal   dari   dikatakan  -
ideal jika        untuk setiap pemetaan    . Suatu  -ideal sejati   sehingga 
ketika     adalah  -ideal yang memenuhi     , maka     atau     disebut 
 -ideal prima.  
 
Dalam konteks gelanggang   bersama pasangan endomorfisma dan 
derivatif      , definisi di atas digunakan untuk kasus-kasus             
atau        . Selanjutnya, penulisan bentuk   disederhanakan menjadi      
atau      . 
  
Keterkaitan antara ideal prima dengan  -ideal prima diberikan pada lema-
lema berikut. 
 
Theorem 3 [Goodearl, 1992]  Misalkan   adalah automorfisma pada gelanggang 
  dan   adalah  -ideal di  . Jika   adalah gelanggang Noether, maka       .  
 
 
Theorem 4 [Goodearl, 1992]  Misalkan   adalah automorfisma pada gelanggang 
Noether   dan   adalah  -ideal di  . Maka   adalah  -ideal prima jika dan 
hanya jika terdapat ideal prima   yang memuat   dan bilangan bulat positif   
sedemikian sehingga           dan                 .  
 
II.2. Hasil-hasil 
Dalam sub bagian ini disajikan hasil-hasil penelitian. 
 
Theorem 5  Misalkan   adalah automorfisma pada daerah Dedekind   dan ideal 
tidak prima   adalah  -ideal di  , maka terdapat ideal prima   di   yang 
memenuhi     dan      .  
Bukti: Untuk kondisi seperti yang ada pada lema ini, maka berdasarkan Lema 4 
terdapat ideal prima   yang memuat   dan bilangan bulat positif   sedemikian 
sehingga           dan                 . Hal ini berarti  
                       
…..  
 
Theorem 6  Misalkan          dengan   adalah daerah Dedekind,   adalah 
automorfisma, dan   adalah   derivatif. Misalkan   adalah suatu ideal prima 
minimal dari   dengan          dan   adalah  -ideal prima dari   tetapi 
bukan ideal prima. Jika   adalah ideal maksimal yang memuat  , dengan 
      , maka       adalah ideal maksimal di   dan      .  
Bukti: Misalkan   ideal di   dan    , berarti terdapat         
  
     
               tetapi       .  ….. 
  
III. KESIMPULAN  
 
 Misalkan   adalah ideal tidak prima   yang merupakan   -ideal di daerah 
Dedekind  , maka dapat dipilih ideal prima   di   yang memenuhi     dan 
      . Selanjutnya, ideal prim   dapat dikembangkan membentuk ideal 
maksimal M di gelanggang polinom miring           Dalam hal ini,    
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